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1 Physikalische Grundlagen und Aufgabenstellung

Der Versuch O10: Linsensysteme erlaubt es, ein System aus zwei optischen Linsen
mit Hilfe von Hauptebenen einfach zu beschreiben. Dabei sollen die Hauptebenen
einmal rechnerisch nach der Methode von Abbé bestimmt, und einmal aus den Daten
der verwendeten Einzellinsen graphisch konstruiert werden. Eine genaue Ausfithrung
der physikalischen Grundlagen und der Aufgabenstellung befindet sich in [2, S. 77-
81] und soll hier deswegen nicht wiederholt werden.

2 Bestimmung der Linsenbrennweiten

Als Vorbereitung fiir die graphische Konstruktion der Hauptebenen sollten die Brenn-
weiten der verwendeten Linsen mit Hilfe zweier verschiedener Methoden bestimmt
werden.

2.1 Untersuchung von Linse 3/2 mit der Bessel-Methode

Die Messung nach der Bessel-Methode wurde nach der Anleitung im Skript durch-
gefiihrt. Dabei wurden die Lange [ sowie die Linsenpositionen s; und sy aufgenom-
men. Mit e = so — s folgt aus
2 —e?

=0 (1)
die gesuchte Brennweite fo der untersuchten Linse. Auf diese Weise wurden aus 10
verschiedenen Anordnungen von Linse und Schirm 10 Werte fiir die Brennweite ge-
wonnen (siehe Tabelle 1 im Anhang).

Aus den Einzelwerten fiir die Brennweite wurde ein Mittelwert gebildet, der einen
statistischen Fehler 57 und einen systematischen Restfehler ey hat. Zur Bestimmung
von ey miissen die systematischen Fehler von [ und e bekannt sein: Bestandteil
von ¢; ist zum einen der systematische Fehler des am optischen Tisch angebrachten
MaBbandes, der mit e,,;) = 50um + 5 -1 - 107> abgeschiitzt wurde. Zum anderen
muss beriicksichtigt werden, dass die exakte Lage des Schirmes unbekannt ist, da alle
Messungen nur am Sockel der Halterung durchgefiihrt wurden. Diese Unsicherheit in
der Positionsbestimmung vom Schirm relativ zum Abnahmepunkt wurde mit AS =
2 mm abgeschétzt. Gleiches gilt auch fiir die Lage des Gegenstandes GG, der eigentlich
als Nullpunkt aller Lingenmessungen gelten muss - hier war die Unsicherheit iiber
die exakte Lage noch grofler und wurde deswegen mit AG = 5 mm angenommen.
Da die Vorzeichen dieser Fehler unbekannt sind werden sie pythagoreisch zu

e = \/67271(1) + AG? + AS? (2)

addiert. In den systematischen Fehler der Positionsdifferenz e geht nur der Betrag
des systematischen Fehlers des Maflbandes mit e,y = 50um +5 - e - 107° ein. Der
systematische Fehler e; errechnet sich schliellich nach dem Gaufschen Fehlerfort-

pflanzungsgesetz zu
124 e? 2 —e 2
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Der statistische Fehler s; fiir den Mittelwert entspricht dem Vertrauensbereich, also
der Standardabweichung o geteilt durch die Quadratwurzel der Anzahl der Mess-
werte. Beide Unsicherheiten kénnen dann pythagoreisch zum Gesamtfehler des Mit-

telwertes uy addiert werden,
up = 4/€f + 57 (4)

so dass sich fiir die Brennweite fy der Linse 3/2 ergibt:

fo=(11,44+0,2) em

2.2 Untersuchung von Linse 3/3 mit dem Sphirometer

Die bikonvexe Linse 3/3 wurde mit Hilfe des Sphérometers fir Konvexlinsen ver-
messen. Hiermit konnen die Kriimmungsradien R; und Rs der Linse nach folgender
Formel bestimmt werden:
r? h; . .

th—i_E mit = 1,2 (5)
wobei h; die jeweilig mit dem Sphérometer gemessene Pfeilhche bezeichnet und
r = (15,0 £ 0,5) mm ein dem Sphérometer charakteristischer Radius ist. Sind die
Radien bekannt kann die Brennweite der Linse wie folgt berechnet werden

oo ()]

wobei n = 1,53 den am Messplatz vorgegebenen Brechungsindex der Linse bezeich-
net.

R; =

Um die Hohe h; zu bestimmen musste die Skala des Sphiarometers abgelesen werden,
wobei ein Skalenteil eine Hohe von Ah = 10 pum bedeutet. Es wurden auf beiden
Seiten der Linse 55 4+ 0,5 Skalenteile abgelesen, d.h. die Linse 3/3 ist symmetrisch
bikonvex und es gilt Ry = Ry = R und h; = hy = h. Der systematische Fehler
der Spharometers wurde mit dem einer Biigelmessschraube angenommen zu e, =
200 pm + h-1073. Damit ergibt sich die Unsicherheit der Hshenmessung u;, und die
Unsicherheit der Radiusmessung ug aus der Fehlerfortpflanzung zu

we = /(0.5 AR? + ¢} (7)

(R RO

Es folgt mit der Gleichung (5)
h = (550£7) um
R = (20£1) cm

und durch Anwendung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes auf Gleichung (6)

u = \/2<<”];”-uR)2-f2 )

und schlieBlich fiir die Brennweite der Linse 3/3:
f3=1(19,34+0,9) cm




2.3 Zeichnerische Konstruktion der Hauptebenen

Die so gefundenen Werte fiir f und f3 konnen nun zur zeichnerischen Konstrukti-
on der Hauptebenen eines Linsensystems aus Linse 2/3 und 3/3 verwendet werden,
wenn als zusétzliche Information auch der Abstand zwischen den zwei Linsen d be-
kannt ist. In den nachfolgenden Teilen des Experiments wurde mit einem Abstand
von d = (59 £+ 2) mm gearbeitet, so dass dieses d auch fiir die zeichnerische Kon-
struktion der Hauptebenen verwendet werden sollte, um eine Vergleichbarkeit der
Ergebnisse zu ermoglichen.

Die zeichnerische Konstruktion befindet sich im Anhang. Zu den dort angegebenen
Werten von a, f und f’ sollte noch eine Unsicherheit von etwa einem Késtchen auf
dem Milimeterpapier, also im gewéhlten Mafistab von ungefihr 2 mm addiert wer-
den. Das zeichnerische Endergebnis fiir die Systembrennweite ergibt sich dann durch
die Bildung eines gewichteten Mittels zu fg = (8742) mm, der Hauptebenenabstand
kann mit a = (=12 £ 2) mm angegeben werden.

3 Experimentelle Bestimmung der Hauptebenen
nach Abbé

Im zweiten Teil des Versuches sollten die Hauptebenen eines Linsensystems aus zwei
Linsen experimentell nach der Abbé-Methode bestimmt werden. Dazu wurden die
Linsen 3/2 und 3/3 im Abstand von d = (59 £+ 2) mm angeordnet. Dann wurde
willkiirlich eine Kante, ndmlich die Sockelkante unter Linse 3/2, ausgewihlt. Gemafl
der Anleitung im Skript wurden zwei Messreihen zu 10 Messwerten mit jeweils ge-
drehtem Linsensystem durchgefiihrt und neben der Lage = der gewihlten Kante
auch die GegenstandsgroBe G gemessen (siehe Tabelle 2 im Anhang).

Als Gegenstand kam ein von hinten beleuchtetes Zentimetermafl zum Einsatz, das
auf den Schirm abgebildet wurde. Die Bildgrole B = (20,0 4 0,5) mm war dabei
durch zwei horizontale Striche auf dem Schirm fest vorgegeben, so dass die Gegen-
standsgrofle aus den innerhalb der Striche enthaltenen Skalenteilen des Zentimeter-
mafes abgelesen wurde. Aus G und B konnte dann
1 G
A—1+;—1+E (10)
berechnet werden, wobei v den Vergroflerungsfaktor des Linsensystems bezeichnet.
Dann koénnen zwei lineare Regressionen mit den Funktionen z = f - A + ¢ bzw.
x' = f-A+4c durchgefiihrt werden, um die Systembrennweite fs sowie den Hauptebe-
nenabstand a = ¢+ ¢/, und damit die Lage der Hauptebenen relativ zum Linsensys-
tem vollstédndig zu bestimmen.

In die Unsicherheit von z flieBen neben dem Ablesefehler des Maflstabes, abgeschétzt
durch s,, = 1 mm, und seinem systematischen Fehler e,,) = 50um +5 - x - 1075
auch noch das bereits oben beschriebene AG ein, da x den Abstand zum Gegenstand
angeben soll. Alle drei Terme werden pythagoreisch addiert. Da es sich bei G um ein
Zentimetermafl handelt, und die Skala des Mafles auch tatséchlich zur Messung von
G genutzt wurde (siehe oben), muss fiir ug die Unsicherheit eines BiiromaSstabes
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angenommen werden, also eine Ableseungenauigkeit von einem halben Skalenteil,
d.h. s¢ = 0,5 mm und ein systematischer Fehler von e = 200 um + G - 1073,
die beide pythagoreisch addiert werden. Durch Anwendung der Fehlerfortpflanzung

ergeben sich so
1 > /B ?
:\/(5) (i) 4 .

Nun koénnen die Werte von x und A fiir beide Messreihen gegeneinander aufgetra-
gen und einer linearen Regression unterzogen werden (siehe Abbildungen 1 und 2
im Anhang). Dabei wurde auf das Softwarepaket OriginPro 8.6 zuriick gegriffen.
Die Regressionen wurden mit der Instrumental-Methode nach u, gewichtet. Als Er-
gebnisse folgen:

Messreihe 1 Messreihe 2
c=(12£2) mm c=(—-35+3) mm
f=0Ox1)mm f=(9x2) mm

R? = 0,998 R? =0,995

Wie zu erwarten war deuten die gute R*:-Werte an, dass die passende Regressions-
funktion genutzt wurde.

Um ein endgiitliges Ergebnis fiir die Systembrennweite fg zu erhalten wird jetzt iiber
beide Werte von f ein gewichtetes Mittel gebildet. Der Abstand der Hauptebenen
ergibt sich aus a = ¢ + ¢, wobei die Unsicherheiten wieder pythagoreisch addiert
werden, und somit folgt:

a = (=24+4) mm
fs = (91+2) mm

Damit sind die Lagen der Hauptebenen bestimmt: wird das Linsensystem aus den
Linsen 3/2 und 3/3, die in einem Abstand von d = (5942) mm angeordnet sind, von
der Sockelkante unter Linse 3/2 aus betrachtet, dann befinden sich, da ¢’ negativ ist,
beide Hauptebenen in der gleichen Richtung: H im Abstand (12£2) mm und H' im
Abstand (35+3) mm von der Kante. Beide Hauptebenen haben damit einen Abstand
von (24 £ 4) mm untereinander. Die Systembrennweite betragt fs = (91 &+ 2) mm.

4 Fehleranalyse und kritische Ergebniseinschitz-
ung

Im direkten Vergleich wird deutlich, dass die Methode nach Bessel zu genaueren
Ergebnissen bei der Bestimmung der Einzelbrennweiten fiithrt. Natiirlich wird die-
ser Vorteil mit einem erhohten experimentellen und rechnerischen Aufwand erkauft.
Weiterhin kann der getrennten Behandlung von systematischen und statistischen
Fehlern entnommen werden, dass die Methode ohne eine Verdnderung des Ver-
suchsaufbaus nicht wesentlich genauer gemacht werden kann - der statistische Fehler
ist schon im hier durchgefiihrten Experiment vernachlassigbar klein. Einzig die Ver-
wendung noch genauerer Messmittel sowie eine genauere Bestimmung der tatséchli-
chen Lagen von G und dem Schirm, also eine Minimierung von AG kann also die
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Genauigkeit der Methode noch steigern. Im Fall der Sphiarometer-Methode ist die
Unsicherheit des Radius r wesentlich fiir die groflere Unsicherheit des Ergebnisses
verantwortlich, aulerdem muss die Brechzahl der untersuchten Linse bekannt sein,
um Aussagen treffen zu konnen.

Die Abbé-Methode zur Bestimmung der Hauptebenen lieferte iiber die Regression
ein relativ prézises Ergebnis. Zu beachten ist hier allerdings, dass bei der Regression
A =1+ 1/ als fehlerfrei angenommen wurde, was allerdings nicht zutreffend ist:
ein Blick in die entsprechenden Tabellen im Anhang macht deutlich, dass u4 bei
einigen Messwerten sogar sehr grofl wird. Dies ist vor allem bei groflien Vergroflerun-
gen ~y der Fall - der relative Fehler erreicht hier fast 40% - und deckt sich auch mit
dem Eindruck der Experimentatoren, dass die Abbé-Methode fiir grofie v ungenau
wird. In der Praxis konnte in diesen Fillen der genaue Langenwert [ nicht bestimmt
werden, da es duflerst schwierig wurde, die Schérfe des Bildes prézise abzuschétzen.
Probeweise Messungen ergaben, dass im Falle eines v ~ 5 der Schirm noch um fast
1,5 em verschoben werden konnte, ohne dass eine merkliche Anderung der Schérfe
des Bildes auftrat. Es ist deswegen ratsam, die Abbé-Methode tatséichlich nur fiir
kleine VergroBerungen zu verwenden, oder auf kompliziertere Regressionsmodelle
zuriick zu greifen, die auch den Fehler der x-Werte beriicksichtigen kénnen. Einige
probeweise Rechnungen mit Hilfe von OriginPro wiesen aber darauf hin, dass im
vorliegenden Fall die Ergebnisse einer solchen deutlich aufwéndigeren Behandlung
nur unwesentlich von den hier vorgestellten abweichen.

Die zeichnerische Konstruktion des Linsensystems und seiner Hauptebenen war aus-
reichend prézise, um die Systembrennweite zu f = (87 4 2) mm zu bestimmen, was
sehr nahe am theoretischen Wert nach der Linsenschleiferformel liegt:

1 1 d \!

Damit liegt der zeichnerische Wert auch recht nahe am mit der Abbé-Methode ge-
fundenen Wert von fs = (91 4+ 2) mm und die beiden Werte iiberlappen sich in
ihren Unsicherheiten. Interessanterweise weicht der zeichnerisch ermittelte Wert fiir
den Hauptebenenabstand a = (—12 4 2) mm signifikant vom nach Abbé berech-
neten a = (—24 + 4) mm ab, die Fehlerintervalle iiberlappen sich dann allerdings
im 20-Bereich. Es liegt also vermutlich noch ein unerkannter systematischer Fehler
vor. Die oben erwiahnte Entscheidung, die x-Achsenfehler bei den Regressionen un-
beriicksichtigt zu lassen konnte hier eine Rolle spielen, oder aber ein unabsichtlicher
Messfehler bei der Bessel- oder Sphiarometermethode.
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A Anhang

Tabelle 1: Werte zur Berechnung der Brennweite mit der Bessel-Methode

Lim] — w si[m] sy fm] e m] ue flml  uy

1,012 0,005 0,1310 0,8840 0,7530 0,0001 0,113 0,002
1,067 0,005 0,1290 0,9410 0,8120 0,0001 0,112 0,002
1,098 0,005 0,1280 0,9710 0,8430 0,0001 0,113 0,002
1,190 0,005 0,1280 1,0650 0,9370 0,0001 0,113 0,002
0,959 0,005 0,1320 0,8290 0,6970 0,0001 0,113 0,002
0,910 0,005 0,1330 0,7780 0,6450 0,0001 0,113 0,002
0,817 0,005 0,1360 0,6820 0,5460 0,0001 0,113 0,002
0,772 0,005 0,1380 0,6350 0,4970 0,0001 0,113 0,002
0,721 0,005 0,1410 0,5820 0,4410 0,0001 0,113 0,002
0,662 0,005 0,1450 0,5200 0,3750 0,0001 0,113 0,002




Tabelle 2: Werte fiir die linearen Regressionen zur Bestimmung der Hauptebenen
mit Hilfe der Abbé-Methode

1. Messreihe

zm] w, Gm ue y[-] u, A[-] ua

0,125 0,005 0,006 0,001 4,000 0,444 1,250 0,284
0,145 0,005 0,010 0,001 2,000 0,119 1,500 0,053
0,155 0,005 0,012 0,001 1,739 0,093 1,575 0,037
0,165 0,005 0,014 0,001 1,429 0,066 1,700 0,023
0,175 0,005 0,017 0,001 1,212 0,050 1,825 0,015
0,205 0,005 0,023 0,001 0,870 0,030 2,150 0,006
0,120 0,005 0,004 0,001 5,000 0,686 1,200 0,477
0,135 0,005 0,008 0,001 2,667 0,204 1,375 0,108
0,150 0,005 0,011 0,001 1,905 0,109 1,525 0,047
0,18 0,005 0,018 0,001 1,111 0,044 1,900 0,012

2. Messreihe

zm] u, Gm uwe y[-] w, A[-] ua

0,120 0,005 0,014 0,001 1429 0,066 1,700 0,023
0,130 0,005 0,017 0,001 1,212 0,050 1,825 0,015
0,140 0,005 0,018 0,001 1,111 0,044 1,900 0,012
0,150 0,005 0,021 0,001 0,952 0,034 2,050 0,008
0,110 0,005 0,012 0,001 1,739 0,093 1,575 0,037
0,100 0,005 0,010 0,001 2,105 0,131 1,475 0,060
0,000 0,005 0,008 0,001 2,500 0,180 1,400 0,092
0,080 0,005 0,005 0,001 4,000 0444 1,250 0,284
0,085 0,005 0,007 0,001 3,077 0,267 1,325 0,152
0,005 0,005 0,009 0,001 2222 0,145 1,450 0,069
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Abbildung 1: Messreihe 1: Bestimmung von f aus dem Anstieg der Kurve und von
¢ aus dem Achsenabschnitt
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Abbildung 2: Messreihe 2: Bestimmung von f aus dem Anstieg der Kurve und von
c aus dem Achsenabschnitt





